Limites monovariables

Antoine Bergerault

Ce document a pour but de vous entrainer a utiliser des astuces courantes de calcul pour les
limites monovariables.

Il a été pensé pour des étudiants suivant le cours d’analyse | (non avancée). En revanche,
certaines questions sont d’un niveau au dessus de ce qu’il peut vous étre demandé a I'examen.
Prenez ce document comme un entrainement, et non pas comme un savoir faire.

Les exercices ont étés compilés a partir de plusieurs sources (le Douchet et internet notamment),
certains ayant aussi étés inventés.

Rappelons également que I'analyse ne se limite pas aux limites, les questions de calculs

explicites ne forment qu’une partie de I'examen.

Merci a tous ceux qui ont pris la peine de relire ce document et donner leur avis dessus. Et pour
tous ceux s’apprétant a s’y essayer : bon courage et amusez-vous bien !

Trois parties
1. Exercices (page 2)
2. Astuces (page 5)

3. Corrigé (page 7)

Vous pouvez faire vos retours sur ce document a l'adresse suivante :
https://forms.gle/S7TBQUWS88fmkAGLQT6.
Il peut étre utile pour arriver a se situer parmi les autres étudiants ou

pour découvrir les questions les plus recommandées.
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Exercices

Certaines limites solvables trés facilement avec la regle de Bernouilli-L’'Hospital ou les
développements limités peuvent étre résolues autrement. Il pourrait étre formateur de
trouver d’autres astuces vous amenant au méme résultat.

Vous pouvez cocher les cases pour suivre votre progression

1. lim (vz+ vz — )
Tr—r00
-
3. lim z°In (%)
r—00

4. lim vn3 —10 —4/(n +3)(n+2)(n — 5)

n—o0

T—00

V1+x2

In cosh z

(z—tanz)sin Tz

6. lim
z—0

(1—cosz)(1—coshz)

In(14z)—In(1—z)

7. lim
z—0

8. lim ((z+ 1)e™ — zer)

T—r00

T—00

10. lim

z—0

sinx

sin -2

=

In(v/z—-1) — Invz

arctan x sin x
In (1422?)
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22. 1i

23.

cos?(z) In(1+z cos(z))+ z(z2_2)

lim

20 a sinh (arctan®(z))
lim sin® z

20 (1—cosz)?

lim In n!

n—oo 9"

lim 3"e 3"
n—,oo

lim n({/e—1)

n—o0

lim —”2“;[/_5 Vz+l arctan
r—00

T—00

lim xz(a: + V1 —x3)

T—00

: tan® z
}:IL% z sin 5z

lim (z—1) tan (z—1)

o 1—sin Sz
lim <o 6x—cos 8x
z—0 z?
] tan® z sin %
mlir(l) l—cosz
. tan(3z
lim (tan (3£) ( ))
T

6

lim o(y/(1+2)(1+2) - 1)
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

1

1

lim —

z—0 In (m+\/w2—H)

-3
im sin” x

li sin z—tan x
z—0

1—cos 7(z—m)

lim 5=

T—T

1—cos(z)V cos 2z

lim =

z—0

lim (Inz%+ 1)ﬁ

z—1

lim (log,(1+ x))*

T—00

M=
3
>

B
Il
-

lim
n—,oo

(=
=
3

T
I

In(z+1)
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Astuces

. Limite connue : lim

sin(z) —1

z—0 %

Conséquence tres utile : on peut remplacer dans certains cas une expression de la forme
sin A par A lorsque A tend vers 0.
e’—1 -1

. Limite connue : lim —

z—0

. Passer par I'exponentiel.

Nous pouvons utiliser la relation a = elo8(@) afin de simplifier grandement la résolution de
notre limite en utilisant par la suite les propriétés du logarithme.

. Utilisation de la quantité conjuguée

Lorsque des racines apparaissent dans notre limite, la quantité conjuguée permet souvent de
la simplifier.

. Utiliser la valeur absolue de notre fonction et montrer que celle-ci tend vers 0
. Théoréme des gendarmes

. Comparaisons avec limites connues

. Criteres de d'Alembert et Cauchy

. Régle de Bernouilli-L'Hospital

. Développements limités

. Caractérisation de la limite d'une fonction par les suites

Développements limités usuels

1. e

2.log (z) = ooy L

)k+1

. (z — 1)k

_1)k+1

3.1og(1+93)zzzc;1%mk:w_wTJFxT_:BT“"

==Yt =14+ +ad+at+

_1\k
5.sin (z) = 3.0 A gl — g ooz ozl

1
(2k+1)!

2 4 6

6.cos(z) = p (71).16332’“:1—%-1—””—!—””—!-1-

1 x T T
7. sinh (x) = ZZO:O (Zkil)! x2k+1 =T+ 3T + Bl + - + ...

z? zt z0
B.cosh () = S et = 14 5 4 54 24

1)k
9. arcta,n(m) :Z:OZO ((_1)$2k+1 R %3 + 25 2t 4o

2k+1) 5T
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10.

Pour aider a les retenir :

(4) se retrouve assez rapidement avec une division polynomiale
(5) et (6) ont la méme structure

(7) est comme la (5) mais avec uniquement des "+"

(8) est comme la (6) mais avec uniquement des "+"

(9) est comme la (5) mais sans les factorielles

Un petit peu d’intuition sur les formules de Taylor :

L'idée est de trouver un polyndme qui approxime le mieux notre fonction autour d’'un point donné.
Pour cela, nous allons faire en sorte que les premiéres dérivées soient égales.

Notons fo, f1, fo, ..., fn les fonctions polynomiales telles que
12(a) = ¢9(@), £77(@) = 0

Nous obtenons :
fo(@) = g(a)
fi(z) = ¢'(a)(z — a)
fa(@) = L2 (2 — a)?

fs(@) = 29 (3 — q)3

() .
Et plus généralement, f;(z) = gl—,m)(:c —a)"

Ainsi, notre approximation polynomiale d’ordre 1 de la fonction g autour de a est :

C’est I'idée derriére les polynédmes de Taylor, qui ajoutent la notion de fonction d’“erreur” (souvent
notée €) pour pouvoir utiliser I'égalité.

La série de Maclaurin de la fonction exponentielle se retrouve alors trés facilement, sachant que
exp?(0) =exp (0) =1Vi €N
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Corrigé

Ce corrigé contient des propositions de résolutions, mais il se peut que les méthodes que
vous avez utilisé ne sont pas toutes les mémes que celles décrites ici.

1. lim (Ve + vz —7)
T—00
Nous simplifions dans un premier temps avec la quantité conjuguée

_ L _ CNatVEVE s AR
fim (Ve + vz —va)=lim (Vet+ye—ye) J=mnn = lim omr

Puis nous simplifions et finissons le calcul

lim —2Hve=r 1 = lim —L— :%

—= " — |lim ———
z—00 Vx+VT+T £—00 1_|__V”i}‘/E Z—00 1+1+ﬁ

T

$ V2
/2 r—V2

La régle de Bernouilli-L’'Hospital est bien utile pour cette limite

z v n(x -z® N2 N
lim Z=Y2_ — lim %:\/ﬁﬁ-(mﬁﬂ):zé S(Am2+1)=2v"". (In2+2)

z—=vV2 T z—v2

. 5

3. lim m5ln(‘r J§1>
T—00 z

5

lim z°In (%) = lim z°In((1+ %)2_5) =In(e) =1

T—00 T—00

Autre méthode :

Nous pouvons simplifier grandement cette limite aprés une petite manipulation astucieuse et un
changement de variable

In(1+-%
. 5 . 25 . In(1
lim :135 In (m_?l) = lim Q = lim In(1+y)
T—00 z —00 =5 y—0
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Cette nouvelle limite, bien que connue, peut se calculer a I'aide d’'un développement limité (ou de
la régle de Bernouilli-L’'Hospital)

. In(1 .
lim In(i+y) _ lim £ =1
y—0 Y y—0 Y

Nous pouvons méme la retrouver de maniére élégante grace a la dérivée du logarithme

. In(1 .
lim ity _ lim
y—0 Y y—0

In(1+y)—In(1) _ lnl(l) —1
Yy

4. lim vVn3 —10 — y/(n+3)(n+2)(n —5)

n—oo

Comme avec beaucoup de limites mettant en jeu des racines, nous allons pouvoir grandement
avancer a I'aide de la quantité conjuguée

lim vn3 —10—+/(n+3)(n+2)(n —5) = lim vn3 — 10 — v/n3 — 19n — 30

n—00 n—00

n®—10—n’+19n+30

= lim
nooo Vn3—10+vn®—19n—30

= lim 3 1(?n+20 19 30
n—00 nz.(\/173+\/1,n_2,F)
. 19+2

= lim

10 19 30
n—00 */ﬁ'(\/l_n_3+\/1_ﬁ_n_3)

=0

5 lim Yitz?
" oo Incoshz
. 3 . T 1—|—L2
lim 11—+§ = lim - —
zos00 Imcoshz Tl In(1)+In(er+e )
I T 1+%2
= 11im
200 In(3)+z+In(l+e27)
: I+5
= lim 1 (1+ *22) In(2)
n € —In
T—00 1+ .
=1
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(z—tanz)sin Tz

6. :}:lil(ll (1—cosz)(1—coshz)
lim (r—tanz)sinwte lim (z—tanz)(1+cos z) sin rz
70 (1—cosz)(l—coshz) — 5  (1—cos?z)(1—coshz)

— lim me(z—tanz)(l4+cosz)  sinmx
250 (1—(1-sin’z))(1—coshz) 7wz

2rz(z—tanz) sinwe o2
z2(l—coshz) mz sinz?

= lim
z—0

2m(z—tanz)

= lim z(1—coshz)

z—0

On peut ici utiliser la regle de Bernouilli-L’Hospital trois fois

4r[(tan® z+1)%+2tan? z(tan? z4-1)]

. 2r(z—tanz) 4. ortan? T drtanz(tan®z+1) .

ilir(l) z(l—coshz) ~— l,li% (1—coshz)—zsinhz ~— :lvli% 2sinhz+z coshz lli% 3coshz+zsinhz
TEET (z—tanz)sinmz 4

Ainsi, :lcg% (I—cosz)(l—coshz) ~ 3

7 lim In (14+z)—In (1—2z)

T80 sinz

. In (1 —In(1- . . — .

lim 20t l-2) _ 5y 1 (—i*m) .1 =1lim ln(1 1’””“’) =t =lim In (1 + 12:” ) -

250 sinz 750 —z sinz 750 —z sinz 7250 —z sinz

Cela nous permet de mettre en évidence deux limites connues

) ) In(1+2 .
lim In (1 + 127”” ) =t =lim 12j” ( %H) 2L — lim 13 =2
z—0 T sSm o z—0 X i smxT T z—0 T
YV —1

—1

Encore une fois, cette limite est encore plus facile avec des développements limités connus

— lim 2=(2)
z—0 z z—0

In (14+z)—In (1—2)
sinx

= lim 2 =2

lim
z—0

8. lim ((z+ l)eHLx — zev)

T—00

lim ((z+1)e™s — ze*) = lim (2 4+ 1)evT — Lev)

—00 y—0
T y ]
. vl _ Y
— 111% % + e y+1
y—
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y—0 Yy
7T v
=1+lim =1 4 L=
y—0 Yy Y
~——
——1
Y
= lim <=L . L
y—0 le y+l
=1
<2
sin ——
9. lim a
2500 In(vz—-1) — Inyz
li sin % li sin % li sin 2z Ii 2sin zcos 2 li sin z
1m = 11m ——— =11 — —F— =11 — —FF—— =11l — 45—F
500 In(Vz-1) - Inyz Yy—00 1n(1,l) z—0 In(1+2) z—0 In(1+z) z—0 In(1+2)

.. : sin z
Isolons la limite lli% i

Celle-ci est trivialement calculable avec les développements limités, mais nous pouvons
également la résoudre en faisant apparaitre deux limites connues (I'idée reste néanmoins la

méme)
lim sin z — lim sinz | z -1
In(1+z z In(1+z
z—0 ( ) z—0 ~ ( )
—1 -1

2

sin ==
Ainsi, lim Ve = —2

200 I(vz—1)—Inyz B

. arctan x sin x
10. iliI(lJ In (1422?)

2

: arctanzsinx __ 7 arctanz sinz x 1 arctan
llvli% In(1+z2) i% T z  In(l+z?) ili% T
SN AN——
—1 —1

Passons par un développement limité d’ordre 1

arctanz  __
T

lim
z—0

. cos*(z) In(1+z cos(z))+ 222
11. lim (@) .( (2)) .
20 x sinh (arctan?(z))
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Nous procédons a un développement limité d’ordre 3
cos (z) =1 — % + ¢(z?)

zcos(z) =z — % + e(x?)

In(l+z)=x— %2—}—%3—{—6(1133)
In(l+xzcos(z)) =x— %2 — Z 4 ¢(z?)

cost(z) =1 —22% + ¢(z®)

cos*(z)In (1 + zcos (z)) = w — & — 1322 4 ¢(g3)
arctan (z) = = — %3 + e(z3)
arctan’(z) = z2 + €(z?)

sinh (z) =z + g—? + e(z3)

sinh (arctan®(z)) = z* + €(z?)

lim cos?(z) In(1+4z cos(z)) -+ — lim -G -t __ 13
2—0 x sinh (arctan? a:)) 750 z? 6
-8
: sin® z
12. ili% (1—cosz)*
. in8 (14-cos z)*sin® z . 24gin8
sinz _ sin®z
}cli% (1—cosz)* :}clir(l] (1—cos?z)* alclir(l) sin® 16

. |
13. lim hé,’}'
n—oo

Nous pouvons tout d’abord essayer d’utiliser le critére de d’Alembert (astuce 8.)

. In(n+1)! o Inn!+In(n+1) In(n+1)\

Yim |25 | = lim | S = Jm 4 (14 ) = p
. In(n+1)

Montrons lim ——~* < 1:

nooo In(n!)

Pour cela, montrons un résultat intermédiaire : lim ”:1 <1
n—oo
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n(l-l—%)
n

lim 2L < lim 2L = lim =1

n—oo ) n—00 n—oo

. . . . . In(n+1
La fonction In étant strictement croissante, nous avons alors : lim 204D 1

n—soo In(n!)

Ainsinousavonsp < + - (1+1) =2 <1

(s , . |
Donc, par le critére d’Alembert, nous avons lim 1%—,’} =0
n—oo

14. lim 3"e 3"
n—oo

Ici on reprend I'astuce 8. avec le critére de Cauchy

. _ 1 .
lim [3"e | = lim 3 <2 =
n—00 n—oo €

<1

oo|w

Ainsi, nous en déduisons lim 3"e 3" =0
n—oo

15. lim n({/e — 1)

n—oo

Une maniére élégante de faire pourrait étre de passer par la limite connue : lim (1 + %)” =e
n—o0

Résolution sympathique mais illégale sans d’autres explications :
lim n({/e—1)=lim n((14+1)" —1) = lim n(+) =1

n—o0 n—o0 n—00

Pourquoi illégale ? Car en faisant de méme pour d’autres limites on peux trouver des résultats
contradictoires :

lim 0= lim 0 x n = lim (lim 2) xn = lim + xn =1
n—00 n—00 n—oo a—oo ¢ n—oo

En allant plus dans les détails :

lim n(¢/e—1)= lim n(y/lim (14 1)*—1)

n—o0 n—oo a— 00

= lim n(lim (1+ %)% —1)

n— o0 a— 00
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= lim lim n((1+ )% —1)

n—o0 a—0o0

On ne peut pas simplifier davantage, du moins avec les connaissances d’analyse |.

Il est toujours possible de passer par la regle de Bernouilli-L’Hospital

_a
lim n({/e—1) = lim Vel — fim —22° = lim ev =1
16. lim Y22l vVetl orctanz
T—00 Ve
ol /1 V2+E—y/1+1
lim Y2etlvetl grctanz = lim £ vely2ts )
T—00 vz z500 2 Ve
1 1 1
=lim (/243 —y/1+3)
— lim Z(v2-1
Jm F(v2-1)

17. im 2(y/(1+ 2)(1+2) — 1)

T—00

Encore une fois, nous pouvons utiliser la quantité conjuguée

lim a:(\/(l + %)(1 + %) ~1) = lim [(1+2)(1+3)-1]

T—00 T—00 (1+%)(1+%)+1

(14+2y)(1+3y)—1

= T ey

594 61>

= lim
y—0 y(+/1+5y+6y%+1)

— lim —>t6y
y—0 /1+by+6y2+1

— 5

2

18. lim z?(z + V1 — x3)

T—00
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3

lim o2(z + VT=2) = lim o3z + /% — 1) = lim 31+ {/Z 1) = lim 1201

T—00 T—r00 T—00 y—07F

Par Bernouilli-L’'Hospital nous trouvons :

. 1+{/y—1 .
lim —Y¥— — lim %%:%
y—07F Y y—0* (y—1)3

: tan®

19. ilir(l) x sin 5z

. 2 . in2 . i .
lim 202 — lim 802 _— — Jim p(W2)2 DL —lim L =1
70 Tsinbz 70 Tcos?zsinbz 70 z sinbz 5z cos?zx 70 9T

—1 —1 —1

20. lim (z—1) tan (z—1)

] 1—sin Fz

. -1t -1 . t . i . i
llm % — llm % — llm % — llm ysiny
z—1 S5 ¥ y—0 1-sin(§y+3) y—0 cosy(l—cos3y) y—0 cosy(l—\/l—sin2 )

On peut ensuite appliquer la quantité conjuguée

. i . siny(1+4-cos & .
lim s = lim LIS Ty iy 2

y siny %y 2 2y
y—0 cosy(l—\/l—sinzgy) y—0  cosysin® Ty y—0 (39?7 v ( )

22 = lim
sin 5y

21. lim <es 6x—cos 8x
z—0 z?

Dans un premier temps, déterminons une formule pour cos (a) — COS (b) que nous pourrons
réutiliser par la suite

2 2 2 2
— cos ( a;b) cos ( bg“) + sin (“TH’) sin (b_T“)
Rappel:
sin (—z) = —sin (z) = sin (%2) = —sin (%2)

cosy y—0 (5)2%cosy

)



— —2sin (GTH’) sin ( a-

. _ . —2sin(8z£82 ) gjp (bz_8z . 2sin(7z) sin(z
lim <es 6x 2cos 8x — lim ( 2 2) ( 2 ) — lim ( g (z)
z—0 z z—0 z z—0 z

On utilise ensuite une limite connue (ce qui revient a la méme chose qu’un développement limité)

lim 2sin(7z) sin(z) — lim 14 sin(7z) sinagrc) — 14

z—0 z? z—0 7
—1 —1

. tan® z sin +
22. lim l_—m

—0 COST
. tan® z sin 3
li |m|<hm |%|—hm |%|—hm |sinz(1+ cosz)| =0
2—0 COS COS.’B x—0

.. 1. tan® zsin L+
Ainsi, lim T =0
2—0 —COS T

23. lim (tan (2 )tan(?’x))

I%g

lim (tan (%)) = lim (tan (4)™") (L)

T

Déterminons désormais un petit résultat intermédiaire qui nous servira par la suite :

Pour tout a € [~ %, %], nous avons

cos (2a) = cos (a + a) = cos?(a) — sin’(a) == cos(a) = \/cos (2a) + sin?(a)

)

)

e Lo __sin'(y) =
= lim 5sinyln ((Cos(y)+sin2(%)) )

Yy—3

In(L) = lim 22LIn ( sin(

% COSY cos(
P

o o)

y—F
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= lim —

y— 2 sin?(

ol

)

NE

24. lim L 1
z—0 ln(m—l—\/ 2+> In(z+1)

li 1 I ln(a:+1)—1n<a:+\/z2—+1)
mlil(l] 111(3?4—\/7) In(z+1) — wlil’(l) ln<x+\/x27+1) In(z-+1)

Ici, on peut calculer les développements limités d’ordre 2
2
In(z+1) =z — % + ()
<m+Va:2 ) 1n<1+(x+\/:c2+1—1)>

—In(1+ X(z))

z2+1
\/x2—+1—m\/’;
X"((B) — m2+1 z4+1
X(z) = X' (0)x + 2022 + ()

:x+%2+62(:13)

X2%(z) = 2 + €*(x)

:x+%2—%2+62(:c)

=z + €*(z)

n(a:+Va:2—i—1) In(z+1)=(z— %2 + €%(z)) - (z + €%(z)) = 2% + €*(x)

16/19



. ln(w+1)—ln<w+Vw2+1) . r—2_ 1
lim — lim ___%r__ =—3
z—0 In (m—i—\/ x2—|—1) In(z+1) z—0 z

-3
: sin®
25. ilil(l) sinx—tanz

Lim sin® z

sin’ z 1—cos?z
20 sinz—tanz

=lim 22 =lim /2% = lim — cosz(cosz + 1) = —2
z—0 1im z—0 Ccos T z—0

. 1—cos 7(z—m)
26. ili%. 5(z—m)?

Cette limite est trés rapide a calculer avec la régle de Bernouilli-L’'Hospital

. 1— (z—m . 1—cosT . 7sin7 . in7
li cz)s (alc)2 ) li co; y li slln Y 1 49 sin Ty 4119
T S(z—m —0 5y —0 Oy —0 10 7y 0
) ) Y \ ,

—1

Autre méthode (avec les limites connues) :

. 1—cos 7(z— : 1—cos?
lim —;OS (mf) =lim —>=%¥
T—T (z—m) y—0 5y
. 1 i 2
= 11/13(1) 5—y2(1 —4/1 —sin*(7y))
— lim 1—1+sin® 7y
y—0 5y2(1+\/1—sin2(7y))
. in(7y) \2
— lim 49 ( sin( )
y=0 5(1+y/1-sin2(7y)) = Y
_ 1
10
27 lim 17cos(z)2\/ cos 2z
xz—0 z
lim 1—cos(z)Vicos2z __ 1—cos’wcos2x
70 x? z2(1+cos z cos 2x)

— lim 1—(1—sin? m)2(02052 z—sin? z)
z—0 z

1—(1—sin? z)(1—2sin® z)
2z?

= lim
z—0

17/19



= lim -i; — (1 — sin? a:)(# —1)

x—0 2z 2
— I 1+sin2:v_-2
= 111(1] =g —sin‘w
X
3
— 2
. 6 1
28.1lim (Inz® + 1)ws’
z—1
En passant par I'exponentiel
In(In 2+1)
1 . 1 6 . L .
lim (111:136 + 1)wss = lim ens® In(lna®+1) _ lim e m =Ilime
z—1 z—1 y—1 z—0
- I . In(14z)
En utilisant la limite connue 111’1’(1) ——~ =1, nous trouvons
T—r
. . In(2241)
lim e? 2% = e?

z—0

La limite connue peut se démontrer comme dans le corrigé du 3.

29. lim (log,(1+ z))*

T—00

ln(w(l—&—%)) ):v

lim (log,(1+z))* = lim ( o)

Tr—00 Tr—00

= lim (14 20ty

r—00 ln(gg)
@) . n(1+3)
— llm (]_ + ;) 1n(1+%) In(z)
T—00 1“(1)1
ln(1+5)
,Jl—
m ((144)")
= lim e In(z)
T—00
=1

NE
3
>

Il
N

30. lim £

n—oo

=
o
3

T
I
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In(22+1)
z

=lim e
2—0

2.

In(22+1)
2z




n n—1
Sk n . nk
lim £2— = lim b0
n—00 E kn n—00 pn Z(ﬁ)n
k=1 =1
n—1
Nous pouvons trouver une simplification pour la somme Z nk qui est une série génératrice
k=0

(generating function en anglais) assez classique. En multipliant par (n — 1) nous pouvons former
une suite télescopique qui va nous permettre d’obtenir un résultat avec lequel il va étre simple de

travailler
n—1 n—1 n—1
(n—1) Y nf =Y (" —nf) = Y¥n* - Y b =n"-1
k=0 k=0 k=1 k=0
n—1 "
Ainsi nous obtenons > n* = 21
k=0
n—1
n Y nk 1 .
lim —— = lim —=— = lim Ay 25— = lim Sy =11
n—0o0 pn Z(ﬁ)n n—00 g n—k\n n—00 ek n—o0 -
P pES by
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